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基于极化的缩短 Polar 码删余图样选择 
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摘  要：针对 Polar 码码长不灵活的问题，提出一种新的反馈代价删余的删余图样选择方案，用来生成缩短

Polar 码。该方案以极化效果保留为目的，选择次优子信道作为代价位，并以此代价位对应的输出位作为删余

图样，再通过反馈调整代价位的值来获得缩短 Polar 码。仿真结果表明，在不同信道、不同码率条件下，由本

文方法生成的缩短 Polar 码性能均优于位反转置换算法生成的缩短 Polar 码和末尾直接删余生成的缩短 Polar

码，稍弱于由 Wang R 和 Liu R 等人提出的缩短 Polar 码。在 AGWN 信道下，当误块率为 10−3 时，由本文方

法生成码率为 0.5 的缩短 Polar 码相比于位反转置换算法可获得 0.5 dB 的增益，编码性能有较大提升。 
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Abstract: In order to solve the problem of inflexible Polar code length, a new puncturing pattern selection scheme 
based on feedback cost puncturing was proposed to generate shortened Polar codes. In this scheme, the Polarization 
effect was reserved, the sub-optimal subchannel was selected as the cost bit, the output bit corresponding to the cost 
bit was used as the puncturing pattern, and then the value of the cost bit is adjusted by feedback to obtain the 
shortened Polar code. Simulation results show that the performance of the proposed shortened Polar code is better 
than that of the shortened Polar code generated by bit-reversal permutation method, and the shortened Polar codes 
generated by direct puncturing method at the end under different channel and code rate conditions, and slightly 
weaker than that of the shortened Polar code proposed by Wang R and Liu R et al. In the AGWN channel, when the 
block error rate is 10-3, the proposed shortened Polar code with a code rate of 0.5 can obtain a gain of 0.5 dB 
compared with the shortened Polar code generated by bit-reversal permutation method, and the coding performance is 
greatly improved.  
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1  引言 

Polar 码是一种在 LTE、5G 等通信产业中被

广泛应用的编码技术[1-2]，它最早于 2009 年由 

Arikan 提出[3]，被证明是理论上可达到信道容量

限的编码技术，且具有明确的构造方法和低复杂

度编码与译码性能。但其码长被限定为 2 的整数

次幂，这无疑是码字的一大缺陷，要使 Polar 码码

长任意，一般来说，码字生成方案可分为 3 类：

第一类是构造级联码[4-7]，即 Polar 码以内码或外

码的形式存在于整个编码过程中，最终得到的码

字码长任意，级联构造更容易控制码距，能得到

最小码距较大的码字，所以性能相对较好，但代

价是丧失低复杂度编译码结构；第二类是改变码

字构造的 2 2× 核心矩阵为 l l× ，l 为任意整数[8-9]，

即通过调整 l 值得到不同的码长，但码长受限定的

本质并未改变，只是将限定改为 l 的幂次，而当码

字构造的核心矩阵不同时，编译码的方式也必须

做相应的调整；第三类是在 Arikan 码的基础上进

行删余[10-13]，相较于前两类，它保留了 Polar 码的

低复杂度编码和译码结构，是一种简单实用的方

案，简称 Polar 码的删余。 

Polar 码的删余要点在于选择删余图样，使其

对 Polar 码的性能损耗尽可能地小。最简单的选择

方式为随机删余，即得到码字后，直接随机删除

一些比特，但随机性策略并不可靠。一种较为可

靠的方法是通过重建生成矩阵来构建删余 Polar

码[10]。重建生成矩阵是在原 Polar 码生成矩阵的基

础上，通过逐次删减矩阵中 1 最少的行和此行中 1

对应的列来缩减矩阵，它的删余图样就是对应 1

较少的行组成的序列。删余 Polar 码删余图样在译

码端无接收值，要填补其对数似然比（LLR）为 0，

这会使得删余图样对应的编码输入位不能正确译

码，因而，参考文献[10]设定删余图样对应输入位

为冻结位，由此得到删余图样与冻结位相对应原

则。参考文献[11]提出了一种更优的缩短 Polar 码

方法，它将删余图样值都编码为 0 或 1，在译码端

则对应设定 LLR 为正无穷或负无穷，克服了删余

Polar 码的 LLR 填补为 0 带来的译码缺陷，所以缩

短 Polar 码性能优于删余 Polar 码。但参考文献[11]

删余图样选取方式仍然遵从了删余图样与冻结位

相对应原则，且选取方式是静态固定的，不能自

适应选择子信道。参考文献[12]则提出了遵从删余

图样与冻结位相对应原则，且通过动态比较由联

合概率计算出来的极化子信道误码率来选取删余

图样的方式，其缺点是复杂度相对较高。参考文

献[13]提出了通用的删余 Polar 码删余图样选择方

法，不论是删余 Polar 码还是缩短 Polar 码都能应

用的位反转置换[13]（bit-reversal permutation）算法，

得到一致通用的简单实用型删余 Polar 码。参考

文献[10-13]构造删余 Polar 码都遵从了删余图样

和冻结位相对应原则，这种原则对于删余 Polar

码来说，在一定程度上弥补了 Polar 译码的不足，

但对于缩短 Polar 码来说，这种对应原则会迫使

一部分极化后的“好信道”被固定成冻结位，

所以，实际上限制了缩短 Polar 码对信道极化效

果的利用。 

本文提出一种新的反馈代价删余的删余图样

选择方法，它不遵从删余图样和冻结位相对应原

则，但可解决对应原则所造成的极化效果利用率

低的问题。反馈代价删余是缩短 Polar 码的改进，

与其他的删余 Polar 码一样，仍适用于 Polar 码的

各种译码方法[14-17]。  

2  Polar 码及其删余 

2.1  Polar 码 

Arikan 提出的 Polar 码是陪集码的特例，其码

长严格控制为 N=2n，其中 n 为不小于 0 的整数。

这类码对于长度为 N 的输入序列进行编码有：  

 
1 1

N N
Nx u G=  （1） 

其中， ( )
1 1 2, , ,N

Nx x x x= 表示编码输出序列，
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( )
1 1 2, , ,N

Nu u u u= 表示编码输入序列， NG 为 N 维

生成矩阵，Arikan 给定 Polar 码的生成矩阵
n

N NG B F⊗= ， NB 是一个位反转置换矩阵， nF⊗ 为

F 的 Kronecker 积， 1n nF F F⊗ ⊗ −= ⊗ ，
1 0
1 1

F ⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

。

对于集合{ }1,2, , N 的任意子集 A，式（1）可写为： 

 ( ) ( )
1 c
N c

A N NA
x u G A u G A= ⊕  （2） 

其中， Au 是
1

Nu 的子集， cA 是 A在集合{ }1,2, , N

中的补集， ( )NG A 是 NG 的子矩阵，由集合 A 指

向的对应矩阵行构成， ( )c
NG A 是 NG 去除 ( )NG A

的残留部分。 若给定 A 和 cA
u ，只留 Au 作为自由

变量，则可得从信息块 Au 到码字
1

Nx 的映射。因此，

Polar 码可以由 4 个参数（N，K，A， cA
u ）共同

决定，其中，N 表示码字的长度，K 表示信息位

的长度，A 对应着生成矩阵 NG 中用来传输有用信

息的行，即 ( )NG A 中的行，并且 A 中元素个数等

于 K， cA
u 为传递固定值的冻结位，即对应着性能

较差的比特信道。码率 R=K/N。 

Polar 码编码问题可转化成集合 A 的选择问

题。集合 A 的选取称为构造，它利用极化信道容

量趋于 0 或 1 的性能，选出容量趋于 1 的“好信道”

作为集合 A ，构造的方法有蒙特卡罗法 [3]

（Monte-Carlo）、密度演进法[18]（density evolution，

DE）和高斯近似法[19]等。这些构造方法都通过迭

代计算的方式得到参数，即信道容量 ( )( )i
NI W 和巴

氏（Bhattacharyya）参数 ( )( )i
NZ W 的值，然后将所

得参数进行大小排序，选出信道容量 ( )( )i
NI W 大的

或巴氏参数 ( )( )i
NZ W 小的作为集合 A。其中 ( )i

NW 为

组合信道 NW 分裂后的第 i 个子信道，1 i N≤ ≤ 。 

2.2  Polar 码的删余 

Polar 码删余后得到的码被称为删余 Polar 码

或缩短 Polar 码。其区别在于删余图样值是否为固

定值，如果是则称为缩短 Polar 码，否则称为删余

Polar 码。无论是缩短 Polar 码还是删余 Polar 码，

码字构造的问题在原来选择集合 A 的问题上又增

加了删余图样 P 的选择。下面以位反转置换算法

举例简要说明删余 Polar 码和缩短 Polar 码。 

位反转置换算法是一种固定选取 P 的方式，例

如，要从 Polar 码（N,K）=（8,4）中得到（N’,K）=

（6,4）码，删余图样长度为 N−N ’=2。8 位的编码序

列从上到下记作：RN=（1,2,3,4,5,6,7,8）；位反转置

换后得到：BN=（1,5,3,7,2,6,4,8）。它规定删余 Polar

码时得到的 P=BN（1: N−N ’）={1，5}；缩短 Polar

码时得到的 P=BN（8−（N−N ’）+1:8）={4，8}。 

图 1 是基于位反转置换算法的删余 Polar 码

和缩短 Polar 码的编码方法示意图，它获得 Polar

码（6,4）步骤如下：首先，确定删余图样{1,5}

（图 1（a））或{4,8}（图 1（b））并将其对应的输

入位选定成冻结位；其次，通过构造算法（如蒙

特卡罗算法）得到信道参数 ( )( )i
NI W 或 ( )( )i

NZ W ；

然后，根据参数在剩余的输入位中选出集合 A，如

按 ( )( )i
NZ W 从大到小排序得到序列{1 5 3 2 7 6 4 8}，

 

图 1  基于位反转置换算法的删余 Polar 码和缩短 Polar 码编码方法示意图 
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当删余时，剩余位次还有{3 2 7 6 4 8}，余下的两

位冻结位选择前两位，后 4 位为信息位，最终冻

结位为{1 2 3 5}，信息位为{4 6 7 8}；缩短时，在

剩余的序列{1 5 3 2 7 6 }中选定前两位作为余下

的冻结位，后 4 位为信息位，最终冻结位为{1 4 5 

8}，信息位为{2 3 6 7}；最后，进行 8 位编码得到

Polar 码（8,4），根据删余图样得到 Polar 码（6,4）。 

3  基于极化的反馈代价删余 

Polar 码构造的本质是利用信道极化后的“好信

道”，这是选择集合 A 的依据。Polar 码删余后，引

入了删余图样 P，影响了其原有的极化效果。若删

余后仍能最大程度地保留极化效果，将会提高 Polar

码的性能。本文第 3.1 节建议的方法是基于极化选

取删余图样，它能最大程度地保留极化效果。 

3.1  反馈代价删余生成缩短 Polar 码 

提出一种基于极化的反馈代价删余方法，该

方法不再遵从删余图样和冻结位相对应原则，而

是以极化效果保留为目的，选择次优子信道作为

代价位，并以此代价位对应的输出位作为删余图

样。然后通过反馈调整代价位的值获得删余图样

值已知的缩短 Polar 码。反馈代价删余方法的具体

步骤如下。 

（1）根据给定参数 Polar 码（N ’,K），确定出

集合 A 的大小为 K，删余 P 的大小为 N−N ’，

2nN = ，n 是使 N 大于 N’的最小正整数。 

（2）以构造方法获得参数。先按式（3）、式（4）
迭代计算出信道 ( )i

NW 的似然比 ( ) ( )1
1 1̂,i N i

NL y u − ，由

式（5）、式（6）判定得到 ( )( )i
NZ W 的值，重复多

次，得到最终的平均巴氏参数 ( )( )i
NZ W 。 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 2
1 1

/ 2 2 2 2 2 2 2
/ 2 1 1, 1, / 2 / 2 1 1,

/ 2 2 2 2 2 2 2
/ 2 1 1, 1, / 2 / 2 1 1,

ˆ,

, , 1

ˆ, ,

i N i
N

i iN i i N i
N o e N N e

i iN i i N i
N o e N N e

L y u

L y L y

L y L y u

− −

− − −
+

− − −
+

⊕ +

⊕ +
 

  （3） 

( ) ( ) ( ) ( ) 2 1ˆ1 22 2 1 /2 2 2 2 2
1 1 /2 1 1, 1,ˆ, ,

iui iN i N i i
N N o eL y L y u

−−
− − −⎡ ⎤⊕ ⋅⎣ ⎦  

( ) ( )2 2
/2 /2 1 1,ˆ,i N i

N N eL y u −
+   （4） 

其中，似然比定义为 ( ) ( )1
( | 0)
( |1)

i i
i

i

W y
L y

W y
= ， 1,ˆ i

eu 、 1,ˆ i
ou

分别表示 1̂
iu 的偶、奇子序列，⊕表示模 2 加，

1

Ny

为
1

Nx 经过组合信道 NW 后接收端的输出序列。 

若 ( ) ( )1
1 1̂, 1i N i

NL y u − ≥ ，则 iu 的估计值为 0：
( )( ) ( ) ( )1

1 1̂1 ,i i N i
N NZ W L y u −=  （5） 

若 ( ) ( )1
1 1̂, 1i N i

NL y u − < ，则 iu 的估计值为 1： 

 ( )( ) ( ) ( )1
1 1̂,i i N i

N NZ W L y u −=  （6） 

（3）通过上面的计算得到了信道极化参数
( )( )i

NZ W ，并选出 K 个较小的 ( )( )i
NZ W 对应的信道

组成集合 A。在剩余的信道集合 CA 中选出参数
( )( )i

NZ W 最小的 N−N ’位作为代价位。代价位对应

的输出位即删余图样 P。 

（4）将代价位补 0，冻结位固定为 0，信息位

载入信息值进行首次编码，得到码字后从下到上

逐位校验删余图样 P 值是否为 0，若为 0，校验下

一位；若不为 0，则停止校验并反馈给输入；将不

为 0 的删余图样位对应的输入进行比特翻转（0

变 1,1 变 0）进行再次编码。如此反馈循环，直到

删余图样值全为 0。最多反馈 N−N ’次。 

（5）当删余图样全为 0 后，删去删余图样完

成编码，得到缩短 Polar 码（N ’, K）。 

图 2 以码长 N=8 的 Polar 码为例，通过反馈

代价删余方式来构造变长极化码。 

 
图 2  基于极化的反馈代价删余的缩短 Polar 码 

û û

û

û

û

û û
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图 2 要通过反馈代价删余方式得到 Polar 码

（6,4）。首先，通过信道极化算出 8 位信道索引，

并按 ( )( )i
NZ W 从大到小排序得到序列{1 5 3 2 7 6 4 

8}。然后，选择参数值最小的后 4 位{7 6 4 8}作为

信息位，其余剩余较小的{3 2}作为代价位，代价

位所对应的编码输出位则是删余图样 P={3 2}，编

码时为确保删余图样值为 0，要反馈调整代价位的

值，最终为{1,0}。最后，得到缩短 Polar 码（6,4）。

反馈代价删余方式的信息位都对应于好信道，也

即，好信道都用于信息位的传递，没有被固定为

冻结位，保留了极化效果。 

基于极化的反馈代价删余，将删余图样 P、

集合 A 的选择整合到了一起，既能在不增加复杂

度的情况下得到 P，又能使 P 动态地对应于不同

子信道，并保留缩短 Polar 码的极化效果，使其能

够最大程度地利用信道。所以，相对于位反转置

换算法的固定删余图样选择方式，基于极化的反馈

代价删余更能自适应地选择并利用好的子信道。 

3.2  信道极化效果及误块率上限分析 

本节对本文建议的方法生成的缩短 Polar 码、

删余 Polar 码[10]、缩短 Polar 码[13]及 Polar 码[3]（未

删余）进行信道极化效果及误码率上限的分析。 

采用蒙特卡罗方法仿真，仿真参数为码长

N=256，删余图样删余长度 N−N ’=56，AGWN 信

噪比为 3 dB。本文建议的缩短 Polar 码、删余 Polar

码[10]、缩短 Polar 码[13]和 Polar 码[3]的信道极化参

数的极化效果如图 3 所示。为了便于直观比较，

对信道极化的仿真结果进行了升序排列。 
图 3 是极化效果巴氏参数 ( )( )i

NZ W 的比较图，

( )( )i
NZ W 趋近 0 的个数越多，极化效果越好。由

图 3 可知，本文建议的 Polar 码与缩短 Polar 码极

化效果相近，均优于 Polar 码，而删余 Polar 码极

化效果最差。 

Polar 码的误块率上限定义如下[3]： 

 { }( )
upper 1 ( )i

Ni A
P I W

∈
= −∑  （7） 

 
图 3  信道极化效果 

以 ( )( )i
NZ W 表示式（7）等价的近似上限为： 

 { }( )
upper ( )i

Ni A
P Z W

∈
= ∑  （8） 

式（8）说明误块率上限是集合 A 对应的极化

效果参数 ( )( )i
NZ W 的和，它反映了 Polar 码对“好

信道”的利用情况，误块率上限越高，使用“好

信道”的比率越低。 

利用图 3 的结果，再根据各方法编码时选择

的集合 A，可以由式（8）得到 Polar 码的误块率

上限，图 4 是 4 种不同方法的误块率上限比较。

由图 4 可知，在相同码率情况下，本文建议的方

法误块率上限最低，其次为 Polar 码、删余 Polar

码，缩短 Polar 码误块率上限最高。删余 Polar 码

和缩短 Polar 码的删余图样 CP A⊂ 的选择，限制

了它们对极化效果的利用，本文基于极化的删余

可以最大程度地保留极化效果，能更充分利用信

道，因此，更能自适应选择好的子信道。 

 
图 4  误块率上限比较 
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4  仿真与结果分析 

在不同的信道下，针对不同信噪比、不同差

错概率分析了不同方法生成的缩短 Polar 码的误

块率和误码率情况。 

仿真参数：Polar 码原码长 N=256，删余位长

度 N−N ’=56，码字块数为 10 000，译码方式为并

行译码[16]。以下通过仿真验证反馈代价删余方法

的误块率性能。 

本文建议的反馈代价删余方法得到的缩短

Polar 码、位反转置换算法得到的缩短 Polar 码[13]、

参考文献[11]的缩短 Polar 及直接以码字末尾作为

删余位的缩短 Polar 码，在高斯白噪声信道下的误

块率性能比较如图 5 所示。 

 
图 5  4 种缩短 Polar 码在高斯白噪声信道下的误块率性能比较 

由图 5 可知，在相同信噪比和相同码率情况

下，反馈代价删余方式所构造的缩短 Polar 码的误

块率性能均优于位反转置换算法和末尾缩短Polar

码，稍弱于参考文献[11]的缩短 Polar 码。在相同

信噪比情况下，码率为 0.4 时缩短 Polar 码性能优

于码率为 0.5 时。当码率 R 为 0.5、误块率为 10−3

时，本文反馈代价删余方法生成的缩短 Polar 码相

比位反转置换算法[13]能获得 0.5 dB 的增益。 

二元删除信道 BEC 下 4 种缩短 Polar 码的误

块率比较如图 6 所示。其他仿真条件与图 5 一致，

由图 6 可知，在相同码率情况下，反馈代价删余

方法所生成的缩短 Polar 码的误块率性能均优于

位反转置换算法[13]和末尾缩短 Polar 码，稍弱于参

考文献[11]的缩短 Polar 码。BEC 信道下仿真结论

与高斯白噪声信道下仿真结果一致。 

 
图 6  4 种缩短 Polar 码在二元删除信道下的误块率性能比较 

二元删除信道下不同码长两种缩短 Polar 码

的误块率比较如图 7 所示。除码长变化以外，其

他仿真条件与图 6 一致。3 种码长、2 种算法条件

下的缩短 Polar 码，其码率均为 0.5，删余图样长

度均占未删余 Polar 码长度的 0.218 8 倍。由图 7

可知，在相同码率情况下，反馈代价删余方式所

构造的缩短 Polar 码不管在哪种码长条件下，其误

块率性能均优于位反转置换算法。 

 
图 7  不同码长的两种缩短 Polar 码在二元删除 

信道下的误块率性能比较 

从图 5~图 7 所示仿真结果及其分析可知，缩

短 Polar 码码长越长，误块率越低，获得的编码增

益越高。这说明缩短 Polar 码与 Polar 码一样，都
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遵循了“码长越长，极化效果越明显，码字编码

增益越大”的规律。缩短 Polar 码本质也是利用极

化后的“好信道”，因此从保留极化效果角度出发，

本文建议的反馈代价删余是可行性方法。反馈代

价删余保留了极化效果，与位反转置换算法相比，

不论是在不同信道，或是不同码率，还是不同码

长条件下，误块率性能均有所提升。这验证了，

反馈代价删余的删余图样选择方法，不遵从删余

图样和冻结位相对应原则，同样可以解决对应原

则所造成的极化效果利用率低的问题。但是由于

本文建议的反馈代价删余引入了代价位，在译码

时造成了一定的性能损失，而参考文献[11]中删余

图样的选取使得极化效果损失较小，且不损失译

码性能，所以其性能稍优于本文方法，但本文方

法简化了删余图样 P 的选取过程，且能更好地自

适应选取好的子信道。 

5  结束语 

本文提出针对缩短 Polar 码的删余图样选

择方案：反馈代价删余。该方案不再遵从删余

图样和冻结位相对应原则，而是以极化效果保

留为目的，选择次优子信道作为代价位，并以

此代价位对应的输出位来作为删余图样。然后

通过反馈调整代价位的值获得删余图样值已知

的缩短 Polar 码。该方案解除了缩短 Polar 码的

信道极化效果利用限制，提高了编码性能，仿

真实验误块率降低的结果也证明了在以简单方

式选取删余图样生成缩短 Polar 码的方法中，

反馈代价删余可提高缩短 Polar 码对极化效果

的利用率。 
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